TRANSVERSALUMO SALYGOS

2. TRANSVERSALUMO SALYGOS
Kintam y integravimo réZiy atvejis. Uzdavinio formulavimas
Nagrirekime tol§ variacini uzdavin
extr be(x, y(x),y'(x)) dz,

a,b,y(z) Ja (l)
e(a,y(a)) = 0, (b, y(b)) = 0,

¢ia p(z,y), Y(z,y) — zinomos funkcijos. GeometriSkai &Zdavin galima interpretuoti taip: ieSkomi
skatiai a, b ir tokia kreiv y = y(z), kuri suteikia integralui (1) ekstremuamkai Sios kreigs
kraStiniai taskaid(a,y(a)) ir B(b,y(b)) gali juckti duotomis kreigmis ¢(z,y) = 0, ¥ (z,y) = 0.

Tarkime, kad radome tokio uzdavinio sprendifegul rasta krev y = y(x) igyja rastuose
taskuoser, b reikSmesy(a) = 4, y(b) = B. Taday = y(x) yra ir variacinio uzdavinio

‘;’8;;" fa 'F (z,9(2),y'(x))dx,

y(a) = 4, y(b) = B,
sprendinys, tod ji tenkina Eulerio lygt, t.y. integralo (1) ekstremal
Transversalumo slygos
Taigi sprendziant (1) uzdavin visy pirma randami visi Eulerio lygties
Fy) (z,9,9) —d%Fy’/ (z,5,5") = 0 sprendiniai, nes tik jie gali suteikti Siam uzdaui ekstremura, be

to, jie aplamai priklauso nuo 2 konstany = y(z,c;,c,). Siu konstani radimui yra iSvestos taip
vadinamogransversalumogygos

! 1/ / / / . 1 —
(F—yFy/)gpy—Fy/gpxy:y(J:’Cl,CQ)—O, (kaiz = a),

(F—y’Fy’,)% — Fp, =0, (kaiz =b).

y = y(z,c1,09)

Kadangi krei¢s o(z,y) =0 liestines vektorius t = [go;;—go; , tai transversalumo @yga

nurodo, kad vektoriu{s(F — y’Fy’/),Fy’/} turi bati statmenas Siai kreivei taSk&a,y(a)).

Pavyzdys. Rasti uzdavinio

b
f y"? ' dz, y(0) = —1, y(b) = b+ b?
0
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ekstremales.

Sprendimas. leSkomos ekstreasaluri tenkinti Eulerio lygt
Fy' (x, v, y') — i]*"y’/ (x, y,y’) =2 (1 + 3y') =0
dx
kurios bendrasis sprendinys
y=ar+to

Remiantis kraStiemis silygomis sudarome 2 lygtis su 3 nezinomaisigis, b :

z=0: y(0) = ¢y = —1,
z=b: y(b) = ¢1b + ¢y = b + b

Treciaja lygti sudarome panaudodami transversaluatygsa tasker = b :

(—C% —2013)-1—#(20% +30§)(2b+1)= 0

nes
(F_y/Fy/’)y:clx+c2 = —y'* — 2y v = o+ = — 2,
y’Fy'/ Y= e+ o =2y + 3y Y= o + ¢ :2ci2 +30f’,
W)=y — @ +a) vl =-@+ D gl =1

Gautoji sistema:

Gy = —1,
b + ¢y = b+ b2,
(~ef —26])- 14 (2] + 3¢ ) @b+ 1) = 0
turi 2 sprendinius
g =0c = b= —1,
¢ = 3,33449z, ¢, = —1, b = 0,56520,
Taigi, uzdavinio slygas tenkina 2 ekstrengal ir atitinkartios jas parametré reikSnes:

y=—-x—1 b=—1,
y = 3,33449z — 1, b = 0,56520.
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Transversalumo slygos daugiam&iu atveju

Sprendziant variaciruzdavin kai funkcionalas priklauso nuo keliunkcijy, pavyzdziui

extr f F(z,y(),y'(@))dz, y(z) = [11(2), .., 4, ()]

b, y(z)

kai taskasA(a,y(a)) arbaB(b,y(b)) gali judtti tam tikru geometriniu objektu, transversalumtygos
formuluojamos panasSiai nagétam: ekstreméje y(z) = [y,(x),...,y, (x)] vektorius

(F =By = o= iy ) B |

turi bati statmenas Sio taSke geometrinio objekto kielaidipstinei, atitinkamai, taskd(a,y(a)) arba
B(b,y(b))-

Kai tuo geometriniu objektu yra erd¢ikreive
y =n(z),
z = ((x),
tai taSke z =a jos liestiks vektorius t = [1,77'((1),(/(@)} turi bati statmenas vektoriui

[(F —y'Fy — z’F;f),FJ/,Fz’/ , apskaliuotame ekstreméje, t.y.

(F — yle,/ — Z/Fz,/) —+ n’(a)Fy’/ —+ C/(a)Fz,/ =0.
PavirSiaus
w(z,y,z) =0

atveju, mirgtam vektoriui turi lati statmena kiekviena jo liestintockl transversalumoagyga sutampa
su pavirSiaus norma [w;,w), w.]| lygiagretumo Siam vektoriualyga:

F— y’Fy'/ —2'F)) Fy’/ F,

=2 =z 2
Pavyzdys. Rasti atstupmuo taSkoP(—5;8;30) iki pavirSiausw(z,y,2) = z — 55 = 0.

20

Sprendimas. Formuluokime 8Zdavin kaip variacir:

min f 1+ yf + Z;Q dx
ab,y(z),z(x)

Pradzioje rasime ekstremales. Jos turi tenkintemllygtis:
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d - dly |
Fy = Fy=0- d—[F]—O,
d d
ke o 2]
y/ Z/
1S cia F =k, 7=k, ty. 2! = ky’, tockl pirmaja Eulerio lygi galima perrasyti taip
., 1+ K2y
y//\/1+(1+k2)y/2 —y ( )32/ /2 "
d Y ] J+a+2y?
dx 2\ 12 2 N
I+ Ry (\/1+(1+k2)y/2)
"
Y = 0.
2 /23
\/1+(1+k )y

Taigi y” = 0, kadangiz’ = ky’ , taiir 2” = 0, tockl visos ekstremab yra tiess:

y=ar+o,
Z = c3T + ¢4.

Sudarykime lygiy sistem. TaSkasP(—5,8,30) yra ekstremak taskas:

8 = cl(_5) + 6,
30 = 63(—5) + Cyq,

ekstremad kerta pavirdi nezinomame task@(z,, v, 29) :

Yo =T + &,
Zy = €3 + €y,
L2Y2
2= =

ekstremadje iSpildomos transversalumalyggos (2):

1 g _
/20 /20 1

ISvardinty 7 lygciu sistemoje yra 7 nezinomieji, cy, c3, ¢4, T, Y9, 25 -

spredinius. Tuo galimgsitikinti pasitelkus paketMaple:

>s:=sol ve({sistema}):
>sp: =map(eval f @l | val ues, [s]);

ISsprend sistema gauname 3
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Nataraliosios krastinés slygos

Transverslumo adygos tampriai susietos su tokiu uzdaviniu: koklasstires slygas turi
tenkinti funkcijay = y(z), jei Zinoma, kad ji suteikia ekstremarfunkcionalui

I F (@), @)ds )

¢ia a ir b yra Zinomi skaiiai.

Tokj uzdavin galima interpretuoti taip: ieSkomi tokia kréiy = y(z), kuri suteikia integralui
(1) ekstremury, kai Sios kreigs krastiniai taskaid(a, y(a)) ir B(b,y(b)) gali judtti duotomis tiegdmis
o(r,y) =2 —a =0, Y(z,y) =2z —b = 0. Kaip mirgjome, funkcijay = y(z) turi bati Eulerio lygties
sprendiniu ir Siuo atveju tenkinti tokias transwenso silygas

1\, 1o — _ P
(F—yFy/)gpy g Y= y(@) E, y = y(@) 0, kaiz=a,

Tt oot 1ot — _f, = ix=
(F—yFy/)%—Fy,% =)= "y = ) 0,kaiz=b.

Taigi, jei y = y(z) suteikia integralui (3) ekstremuyrtai

=0,kaiz=airkaiz=0»

y = y(z)

Sios alygos vadinamosatiraliosiomis krastigmis glygomis

Pavyzdys. Rasti uzdavinio
In2
extr f 6%y’ +3y° + (v —y)? dx .
0

ekstremales.

/ —2x

Sprendimas. Eulerio lygties” — 4y’ = —3¢” bendrasis sprendinys(z) = ¢;e?* + cye
tenkinti nafiraliagsias kraStinesap/gas

+ ¥ turi

F/

/ — —6ee + 2¢: 2 +6e* =0,
Y'ly = y(z) ! 2

— 2y — 2y + 6"
v y = y(x)

kaiz =0 irkai z = In2, toctl
—6c; +2¢, +6 =0,

_—;Cl +802 +12: 0,

IS ¢ia ¢; = _—Z)e%, cy = % ir y(x) = _—Z)e% +%6_2$ +e’.
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Pastaba. Jeigu variaciniame uzdavinyje formuluojiknaiena krastig salyga, pavyzdziui

In2
extr f 6e"y' + 3y2 +(y — y)2 dx,
0 )

tai reikety spesti lygeiy sistenma, sudaryd remiantis viena nataliaja ir viena krastinegtygomis:
aq+ o+ 1=2A4,

_—;’c1+802 +12=0.



